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Bald nach den bahnbrechenden Forschungen von Heinrich Hertz erhob 
sich die Frage nach dem zeitlichen Ablauf der Schwingungen eines H er t z'schen 
Erregers. Von den Hypothesen, welche sie zu beantworten suchten, haben be- 
sonders zwei Beachtung gefunden. Die Herren Sarasin und de la Rive!) 
glaubten, den Erscheinungen der multiplen Resonanz nur durch die Annahme 
gerecht werden zu kónnen, dass der Erreger ein continuierliches Spectrum un- 
gedümpfter Schwingungen aussende. Man hat neuerdings?) darauf hingewiesen, 
dass der Verlauf der Erscheinung stets mathematisch durch ein Fourier'sches 
Integral darstellbar sei, d. h. durch eine Summe von Sinusschwingungen stetig 
veründerlicher Periode. Allein gerade weil jeder physikalische Vorgang sich 
in dieser Form darstellen lüsst, so sagt jene Hypothese in der That nichts aus 
über die Eigenschaften, die gerade für diese besondere Erscheinung charakteri- 
stisch sind. Eine solche Eigenschaft aber ist sicherlich die starke Dämpfung 
der Schwingungen. Denn, je geringer die Entfernung vom Erreger ist, in der 
sich fortschreitende Wellen ausbilden, desto grósser wird die Energie sein, 
welche diese Wellen der Primärschwingung entziehen. So erklärt es sich, dass 
die Dämpfung durch Strahlung unerheblich ist bei den oscillatorischen Entla- 
dungen Leydener Flaschen, während sie bei den Hertz schen Schwingungen 
sehr in Betracht kommt, wo man bereits wenige Meter vom Erreger entfernt 
divergierende Wellen beobachten kann. Beriicksichtigt man dieses Verhalten, 
so bietet sich als einfachste Annahme die zweite, von Herrn Bjerknes durch- 
geführte?) dar, dass der Erreger eine einzige gedămpfte Schwingung aussende. 
Herr Bjerknes giebt allerdings die Möglichkeit zu‘), dass daneben noch 
andere, gleichfalls gedimpfte, Oberschwingungen mitwirkten. 

Nun haben wir für die Darstellung dieses Gebiets von Erscheinungen in 
der Maxwell schen Theorie ein Fundament gewonnen, dessen Sicherheit gegen- 
würtig keinem Zweifel unterliegt. Welche Stellung nimmt sie zu der aufge- 
worfenen Frage ein? Welche Schwingungen kânnen in der Umgebung eines 


1) E. Sarasin und L. de la Rive, Arch. de Genéve (3) 23. p. 113. 1890. 
2) Garbasso und Aschkinass, Wied. Ann. 53. p. 534. 1894. 

3) V. Bjerknes, Wied. Ann. 44. p. 72. 1891. Ebenda 55. p. 121. 1895. 
4) V. Bjerknes, Wied. Ann. 54. p. 58. 1894. 


1 


سے 92 — 


Leiters vor sich gehen? Nur eine einzige, oder viele? Und wenn letzteres, 
reihen sie sich stetig aneinander oder unstetig? Lassen sich charakteristische 
Merkmale für die Verteilung der Kräfte der einzelnen Schwingungen im Raume 
angeben, welche eine Entscheidung der Frage ermöglichen könnten, ob thatsäch- 
lich in der beobachteten Strahlung des Erregers nur die Grundschwingung vor- 
kommt ? 

Hertz selbst legte seinen theoretischen Untersuchungen über die Kräfte 
electrischer Schwingungen!) einen electrischen Dipol zu Grunde, d. h. einen 
geradlinigen Leiter, an dessen Enden sich grosse Capacitäten befinden, und dessen 
Dimensionen klein sind gegen die Wellenlänge. Für den gleichen Fall hat Herr 
Planck nachgewiesen °), dass nur eine einzige Eigenschwingung möglich ist, 
und die Periode sowie das Dämpfungsdecrement derselben bestimmt. Hier be- 
stätigt demnach die Theorie die Bjerknes sche Hypothese. Andere Resultate 
ergab eine Untersuchung von Herrn J. J. Thomson’), welche die Schwin- 
gungen in der Umgebung einer metallischen Kugel behandelt. Hier tritt die 
Möglichkeit einer grossen Zahl von Oberschwingungen hervor; für die ersten 
drei werden Perioden und Dämpfungsconstanten ermittelt. Allein so grosses 
theoretisches Interesse dieser Fall auch besitzt, so ist er doch einer experimen- 
tellen Prüfung nicht zugänglich. Denn nur solche Leiter sind zur Erregung 
Hertz scher Schwingungen verwendbar, die in der Mitte eine enge, nur durch 
den Funken ausgefüllte Stelle besitzen. Im Folgenden habe ich nun versucht, 
die electrischen Schwingungen zu behandeln, welche in dem ein gutleitendes ge- 
strecktes Rotationsellipsoid umgebenden Felde mit den Maxwell schen Glei- 
chungen verträglich sind. Der eine Grenzfall verschwindender Excentricität 
führt auf die Arbeit von Herrn J. J. Thomson, der andere des stabfórmigen 
Leiters ist experimentell herstellbar, und, allerdings nur sehr angenähert, in 
dem Hertz schen Hohlspiegelerreger bereits verwirklicht. Die gleiche Erreger- 
form bildet den Gegenstand einer Arbeit von Herrn Kolaceck*). Allein dort 
sind die ungedămpften stehenden Schwingungen behandelt, die in dem, von zwei 
metallischen, confocalen Rotationsellipsoiden begrenzten Felde móglich sind, und 
deren Perioden sich offenbar stetig mit der Lage des äusseren Ellipsoids ändern. 
Hier dagegen sollen diejenigen Schwingungen untersucht werden, die um den. 
Leiter bei unbehinderter Ausstrahlung stattfinden kânnen, und die in einiger 
Entfernung vom Erreger in die beobachteten, divergierenden Wellen übergehen. 
Hier zeigt sich, dass die Perioden und Dămpfungsdecremente ganz bestimmten 
Bedingungen unterworfen sind. Es lässt sich die Existenz einer grossen Zahl 
möglicher Eigenschwingungen erkennen, die sich indessen keineswegs stetig an- 
einanderreihen. Dass nur für die, bisher allein beobachtete, Grundschwingung 


1) H. Hertz, ,Ausbreitung der el. Kraft,“ p. 147. 

2) M. Planck, Sitzungsber. d. Ac. d. Wiss. zu Berlin. Febr. 1896. 

3) J. J. Thomson, „Recent researches in electricity and magnetism.,“ p. 361. 1893. 
4) F. Kolaceck, Wied. Ann. 43. p. 371. 1890. | 


des stabfórmigen Leiters Periode und Dămpfung bestimmt sind, mag durch die 
Schwierigkeit der erforderlichen mathematischen Entwickelungen entschuldigt 
werden. 


S 1. Die Grundgleichungen der Elektrodynamik. 


Zwei Sütze sind es, welche, der Maxwell'schen Theorie zufolge, den Ab- 
lauf electromagnetischer Vorgänge in nicht leitenden Körpern bestimmen. Sie 
sagen aus: 

I. Die zeitliche Zunahme der Zahl der electrischen Inductionsróhren, die 
ein Flăchenstiick in positivem Sinne durchsetzen, ist proportional dem Integrale 
der magnetischen Kraft längs der Randcurve. 

II. Die zeitliche Abnahme der Zahl der ا‎ hê Inductionsróhren, die 
em Flächenstück in positivem Sinne durchsetzen, ist proportional dem Integrale 
der electrischen Kraft längs der Randcurve. 

Wird bei der Ausführung der Linienintegrale die Randcurve so durch- 
laufen, dass die Flüche zur Linken liegt, so ist als positiv diejenige Richtung 
bezeichnet, welche am Rande mit der dem Umlaufenden von den Füssen zum 
Kopfe gerichteten Normalen übereinstimmt. Werden die electrischen und die 
magnetischen Kráfte in absolutem Gaussischem Maasse gemessen, so ergiebt sich 
die Proportionalitätsconstante gleich der Fortpflanzungsgeschwindigkeit BI Cu 
magnetischer Störungen im Luftraume (c). 

Um diese Sätze in Zeichen zu fassen, nennen wir P,, P, die Vectoren, 
welche die electrische und magnetische Kraft angeben, ferner K die Dielectri- 
citütsconstante, u die magnetische Permeabilität des homogenen, isotropen 
Körpers. Dann ergeben KP,, uP, die electrische und magnetische Induction. 
Verstehen wir endlich unter ! die Randcurve, unter % die positive Normale des 
Flăchenstiicks w, so ergeben die beiden Sätze: 


(1) K. [do P..cos(P,,n) = d | dl P, .cos(P,, 1) 
(2) .س‎ 7 do P, .cos(P,, n) = c fate sooty 1). 


Diese Gleichungen bestimmen die 50 des electrischen und 
magnetischen Feldes innerhalb des Dielectricums. Hierzu treten die Grenzbe- 
dingungen, welche verlangen, dass an der Grenzflăche vollkommener Leiter, d. h. 
solcher Kórper, in welche electromagnetische Erregungen der betreffenden Pe- 
riode nicht merklich einzudringen vermógen, die tangentielle electrische Kraft 
verschwindet. Für das Gebiet der Hertz’ schen Schwingungen sind Metalle in 
diesem Sinne als vollkommen leitend anzusehen!) 


1) Siehe H. Hertz, „Ausbr. d. el. Kraft,“ p. 171. - 
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Wir werden es im Folgenden mit dem Felde zu thun haben, das einen 
metallischen Körper umgiebt. Um die Grenzbedingungen in einfacher Weise 
einführen zu können, empfiehlt es sich, die Coordinaten derart zu wählen, dass 
eine derselben an der Grenze des Leiters einen constanten Wert annimmt. Wie 
man nun von den obigen Integralsätzen zu den Maxwell’schen Differential- 
gleichungen in der gewóhnlichen Form herabsteigen kann, so kann man auch 
beliebige orthogonale Coordinaten als unabhüngige Veründerliche einführen. 

Als orthogonale Coordinaten bezeichnet man!) die Parameter w, v, w dreier 
Flüchenschaaren, die sich senkrecht schneiden. Erfahren beim Fortschreiten um 
das Linienelement ds die Parameter die Aenderungen du, dv, dw, so ist 


dw d dw 


d = pet yr 


Wir wollen die Parameter derart wählen, dass durch Festsetzung ihrer Werte 
ein Punct des Raumes eindeutig bestimmt sei. Alsdann muss auch durch die 
Incremente du, dv, dw das Quadrat des Linienelements eindeutig bestimmt sein. 
Es folgt hieraus, dass U’, V*, W? eindeutige und zwar stets positive Functionen 
von u, v, w sein müssen. Setzen wir fest, dass für U, V, W die positiven Wur- 
zeln derselben zu nehmen sind, so sind auch diese Grössen eindeutig durch die 
Parameter bestimmt. Wir wollen ferner annehmen, dass in dem Raume, den 
das electromagnetische Feld einnimmt, U, V, W stetig und von null verschieden 
seien. Wir nennen nun X, Y, Z die Componenten der electrischen Kraft in 
Richtung der wachsenden u, v, w, und L, M, N die entsprechenden Componenten 
der magnetischen Kraft, und leiten die Differentialgleichungen ab, denen diese 
sechs Componenten als Functionen der Zeit und der orthogonalen Coordinaten 
u, v, w zu genügen haben. 

Zu diesem Zwecke wenden wir die Gleichung (1) auf ein Stück œ einer 
Fläche an, auf der u constant ist. Sie ergiebt: 


OX dv dw 
K | du = ef a (M past wa) 
@ 


Wir denken uns nun in einer Ebene v als Abscisse, w als Ordinate aufgetragen. 
dv dw 

VW 

der Ebene in eindeutiger Weise zugeordnet; jedem Elemente di der Randcurve 
von co entspricht ein Element dl’ der Randcurve von o', und zwar so, dass beim 
Fortschreiten um entsprechende Strecken dl, dl’ die Parameter v, w um die 
gleichen Betrüge wachsen. Daher ist zu setzen: 

dv dv dw dw 


ERO dE) E Los i ا‎ 
7 = qu ad pg 


Hierdurch wird jedes Flăchenelement do 一 einem Elemente do' = 0 


1) Siehe Kirchhoff, „Mechanik“ p. 198, 


und es wird: 
do! OX _ ,(M dv N dw 
KJ yw ac ài male (part war) 
Nehmen wir an, dass die Richtungen der wachsenden w, v, w mit einem Rechts- 
systeme zur Deckung zu bringen sind, und beachten die oben angegebene Fort- 


schreitungsrichtung lüngs der Randcurve, so erhalten wir nach bekannten Sätzen 
über die Transformation von Flächenintegralen: 


,(M dv N dw 0 (M 
P y at + = i" o 7 W )- ae (v) 
Diese Transformation, die einen speciellen Fall des Stokes'schen Satzes 


bildet, ist zulássig, wenn Ss T in dem ganzen Bereiche einwertige, endliche 


und stetige Functionen von v, w sind. Diese Voraussetzungen sind hier erfüllt. 
Denn den obigen Festsetzungen zufolge sind durch die Parameter w, v, w ein 
Punct des Feldes, und somit die daselbst herrschenden electrischen und magne- 
۱ ۱ 1 A : 
tischen Krüfte eindeutig bestimmt. Ferner wurden I" = 4 als eindeutige, 
endliche, stetige Functionen von w, v, w angenommen. Daher sind in der That 
überall dort (7) (7) ع‎ einwertige, endliche, stetige Functionen der Para- 
meter, wo die Krüfte sich stetig ündern. Demnach folgt: 


do OX — ۱ M 
«(2 - «al )-&09] 
: e 

Und, da wir die Fläche o' beliebig wählen können: 

K òX 0 (N 0 (M 

và — YW 3; (w)- as (7) 
Indem wir die Gleichung (1) auf Stücke der Flächen v = constans, w = constans 
anwenden, folgen die Gleichungen: 


c Ot ðw \ U) du\W 
8) KoZ . ov|2. (7 | (2) 
6 0 Qu y) acl) 


In ganz analoger Weise ergiebt Gleichung (2): 


-E-»"hG-S0‏ م 
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1 6 dt U/ ۷۸۰ 
(4) WON vv (y 16) 
6 ot X ou Y)- 5 3) 


Somit haben wir die Grundgleichungen der Electrodynamik in orthogonalen 
Coordinaten gewonnen. Die Gleichungen in cartesischen Coordinaten gehen aus 
diesen hervor, inden man U = V = W = 1 setzt. 

Ehe wir unsere Differentialgleichungen auf einen speciellen Fall anwenden, 
wollen wir allgemein untersuchen, wie sich der Ablauf der Erscheinung ändert, 
wenn wir den Erreger in ein anderes Dielectricum betten. Die magnetische 
Permeabilität (u) ist in allen nichtleitenden Substanzen nicht merklich von 1 
verschieden, während die Dielectricitätsconstante K sich von Substanz zu Sub- 
stanz ändert. Wir setzen nun voraus, wir hätten eine die Grundgleichungen 
und Grenzbedingungen erfüllende Lösung in Form einer gedämpften Schwingung 
gefunden für den Fall, dass die Dielectricitätsconstante des umgebenden Me- 
diums gleich 1 ist, und wir suchen Periode und Dämpfungsdecrement zu er- 
mitteln für den Fall, dass sie einen beliebigen Wert K besitzt. Man sieht nun 
unmittelbar, dass wir eine entsprechende Lösung der Grundgleichungen im all- 
gemeinen Falle erhalten, wenn wir die räumlichen Abmessungen, sowie die elec- 
trischen Kräfte unverändert lassen, die zwischen je 2 entsprechenden Zuständen 
verfliessende Zeit aber, und die magnetischen Kräfte, im Verhältnis VK: 1 ver- 
mehren. Auch die Grenzbedingungen werden hier befriedigt, wenn sie dort be- 
friedigt waren. 

Entsprechende Zeiten sind insbesondere diejenigen, die zwischen zwei auf- 
einander folgenden Maximalwerten der electrischen Kraft an einem bestimmten 
Raumpuncte verfliessen, d. h. die Perioden der Schwingung. Die Perioden ver- 
halten sich also wie die Wurzeln aus den Dielectricitătsconstanten. Das loga- 
rithmische Decrement aber, das nur von dem Verhältnisse jener beiden Maximal- 
werte abhängt, ist von der Dielectricitătsconstante unabhängig. Voraussetzung 
für die Gültigkeit dieser Sätze ist natürlich, dass das Dielectricum den Erreger 
geniigend weit umgiebt, so dass thatsăchlich die Schwingungen innerhalb des- 
selben entstehen und nicht durch Reflexionen an der Grenzflăche die Erschei- 
nung gestört wird. Werden nun die Wellenlängen beide in dem gleichen Di- 
electricum gemessen, so verhalten sie sich wie die Perioden, werden also im 
Verhältnisse VIC: 1 vermehrt. Wird die Wellenlänge dagegen jedesmal in dem 
Dielectricum gemessen, in welchem die Schwingungen erzeugt wurden, so ist sie 
von der Natur dieses Mediums unabhängig; denn die Wellenlänge ist das Pro- 
duct aus Periode und Fortpflanzungsgeschwindigkeit; die Perioden aber fanden 
wir proportional den Quadratwurzeln aus den Dielectricitätsconstanten, während 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten diesen umgekehrt proportional sind. Diese 
Thatsache ist bereits von Blondlot experimentell festgestellt worden!)  Nach- 


1) Siehe Poincaré, „Oscillations electriques^ S. 289. Daselbst sind auch die auf die 
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dem wir so den allgemeinen Fall zuriickgefiihrt haben auf den speciellen, wo 
die Schwingungen im Luftraume vor sich gehen, sind wir berechtigt, uns im 
‚Folgenden auf den letzteren zu beschränken. 


§ 2. Anwendung auf das Rotationsellipsoid. 


Wir nehmen den Erreger als Rotationskörper an. Seine Oberfläche sei 
eine der Flächen, auf denen der Parameter « constant ist. Die Flächenschaaren 
u 一 constans, v == constans seien Rotationsflächen, w = constans die Schaar der 
Meridianebenen. Alsdann sind U, V, W von w unabhängig. Weiterhin machen 
‘ wir die vereinfachende Annahme, dass, wie die geometrischen, so auch die elec- 
tromagnetischen Verhältnisse in allen Meridianebenen die gleichen seien. Unter 
diesen Umständen zerfallen unsere Differentialgleichungen (3, 4) in zwei Gruppen, 
von denen die eine nur die Componenten X, Y, N, die andere die Componenten 
L, M, Z enthält: 


ar mn VW s sp) 


c dt ðv AW 
© car wow) 
sr = UT [as (7)- 3s (9) 
is EF 5 686 
(6) Ee = WU (y): 
EE 


Die beiden Gruppen sind gänzlich unabhängig von einander. Nun ist nie- 
mals eine Componente Z der electrischen Kraft beobachtet worden, die senk- 
recht auf den, durch die Rotationsaxe des Erregers gelegten Ebenen steht. Wir 
können uns daher auf die Behandlung der ersten Gruppe beschränken. Die 
Gleichungen (5) ergeben für die magnetische Kraft N, deren Richtung senkrecht 
auf den Meridianebenen steht, die partielle Differentialgleichung : 


1 N WU 0 0 (WV 6 
9 c on ur Hun V zly) U (m). 
Diese Gleichung, im Verein mit der Grenzbedingung, die das Verschwinden der 


Perioden bezüglichen Sätze abgeleitet, allein mit Benutzung des nur für statische Zustände defi- 
nierten Begriffs der Capacität. 


ss. 18: es 


Componente Y an der Grenze des Leiters verlangt, bestimmt bei gegebenen 

Anfangswerten der electrischen und magnetischen Krăfte vollstăndig den Vorgang. 
Der Parameter w war constant in den Meridianebenen; wir kónnen insbe- 

sondere hierfiir den Winkel setzen, den die betreffende Meridianhalbebene mit 

einer festen bildet. Bezeichnet م‎ den Abstand eines Punctes von der Rotations- 

axe des Erregers, 2 den Abstand von einer festen, senkrecht zur Rotationsaxe 

gelegten Ebene, so wird der Ausdruck für das Quadrat der Länge des Linien- 

elements 

du du du? 

ppt 


Somit ist W 一 : zu setzen. Weiter erfahren die Gleichungen eine grosse 


ds 一 0+ dè + ی‎ dw? = 


Vereinfachung, wenn es gelingt, die Parameter u, v so zu wählen, dass U = V 
wird, d. h. dass die Curvenschaaren « = constans, v = constans die Meridian- 
ebene in unendlich kleine Quadrate teilen. Dieses wird erreicht, wenn sich 
(z4-oi) als Function der complexen Variabeln (u + vi) darstellen lässt: 
(8) z+toi = w(u-4- vi). 
Denn es folgt hieraus: 
de -ل‎ 200 = q' (u + vi) (du + idv). 
Und indem man die Quadrate der absoluten Betrăge beider Seiten gleich setzt : 
de + dọ? = |w' (u + vi) | du? + dv’). 
Es ist also in der That: ۱ 


(Ba) —— U = 7 - اود‎ 
Unter den gemachten Annahmen ergiebt demnach Gleichung (7) 
| 
| c o? Ou lo Ou 00۱0 Ov 
Führt man endlich eine neue Function A = Nọ ein, so wird: 
lt] 


Ist A bestimmt, so ergeben sich die electrischen und magnetischen Kräfte ge- 
mäss den aus (5) folgenden Gleichungen | 
A, 16X _ UA, 167 U aA 
(9a) = = 


“一 
Fiir den Fall eines Erregers von der Form eines Rotationsellipsoids, der 
uns weiterhin beschäftigen soll, gelingt es die Parameter (u, v) so zu wählen, 


dass die Gleichung" (8) erfüllt ist, und « constant ist an der Grenze des Leiters, 


————— n utüÓ en rg 


-— em 


Dieses geschieht bei passender Wahl des Punktes, für welchen z 一 ist durch 
den Ansatz: 


(10) £4-Qi = y(u +vi) = Lem rem, 


Durch Gleichsetzung der reellen und imaginären Theile erhalten wir: 
zg = fcosv (5) = f cos v cos ui, 
(10a) "ne" 
6 一 6 P 
| م‎ = f sin تكو )م‎ 一 fsin v(—$ sin 4). 


Wie man hieraus ersieht, ergiebt « — constans die Schaar der confocalen 
Rotationsellipsoide, deren Brennpuncte auf der Rotationsaxe im Abstande f vom 
Anfangspunct sich befinden; v — constans die Schaar der confocalen zweischa- 
hgen Rotationshyperboloide, doch so, dass einem Werte von v, v — v, immer 
nur eine Schale entspricht, während der anderen Schale der Wert v 一 m—v, 
zukommt. Endlich ergab w = constans die Schaar der durch die Rotationsaxe 
begrenzten Halbebenen. Somit ist in der That durch die Parameter w, v, w ein 
Punct des Raumes eindeutig bestimmt. Umgekehrt entspricht einem Raum- 
puncte nur ein Wertsystem der Parameter, wenn festgesetzt wird, dass man zu 
nehmen hat: 


0 < ۷ > ,هه‎ Svar 0 >> 0 > 0, 
f cos ui ist gleich der Länge der grossen Halbaxe des Ellipsoids, das durch den 


betreffenden Punct hindurchgeht, während die Länge der Halbaxe des Hyperbo- 
lords durch den absoluten Betrag von f cos vu bestimmt wird. Aus (10) folgt: 


y'(u+vi) = A (Q9 0 ۳۳ f [cos v (=) +i sin v | E 5) 
| لا‎ (u + ve)? = f*(— cos % sin ui + sin% cos ui) = f*(cos ui — cos *v). 
Hieraus, in Verbindung mit Gleichung (8a), ergiebt sich: 


(10b) p 一 = 户 (cos ui — cos °v). 


Es sind demnach U, V, und w= in allen Puncten von null verschieden, die 


eine endliche Entfernung vom Erreger besitzen, und somit die in § 1 gemachten 
Annahmen erfüllt. Die Differentialgleichung (9) ergiebt: 


d ru c" [ini ) 1 oA) ee t 24). 
l C of? f? (cos wi — cos *v) ðu \sinui Ou) ° Ov ET dv 
Wir formen die Gleichung um, indem wir setzen: 


(11) æ = cosui, y = cost. 


Es bezeichnen also z, y die Verhăltnisse der grossen Halbaxen ‘der Ellipse und 
Hyperbel, die durch den betreffenden Punct gehen, zum halben Abstand (f) der 
Brennpuncte. Das Vorzeichen von y giebt an, auf welcher Seite der die Ver- 
bindungslinie der Brennpuncte senkrecht halbierenden Ebene der Punct sich be- 
findet. Es folgt dann aus (10a), (10b): 


(la) |. م‎ = fVI-yyr-1. 
1 . 
11b) En (e Le 
| fva - y’ 
Und die Differentialgleichung (10c) nimmt die Form an: 
1] ۸ 1 024 
وم‎ vapor 0-930 


Es ist unsere Aufgabe, solche Lósungen dieser Differentialgleichung zu finden, 
die gedämpften Schwingungen entsprechen. Demgemäss versuchen wir, durch 
die Annahme A = e-?* A' (x, y) die Gleichung (11c) zu befriedigen. $9 ist hier- 
bei eine complexe Constante, deren reeller Teil die Dămpfung, deren imaginărer 
Teil die Schwingungszahl bestimmt. Für den reellen Teil darf sich kein nega: 
tiver Wert ergeben, da sonst die Amplitude mit wachsender Zeit ا‎ 
wachsen wiirde. Wir erhalten: 
I 
a2) PPL- = -a-2 مک و + چ‎ 


Diese Gleichung lăsst sich erfiillen durch ein Product: 
4 = EH) 


wenn E, als. Function von y, H, als Function von x den gewóhnlichen linearen 
Differentialgleichungen genügen: 


a i 
(12) ay EO) + E.) 6 +7 arg) = 0. 
(12b) Ha) + Ho (72) = o. 


Den Index n, der die einzelnen particulăren Lósungen von (12) unterscheidet, 
wollen wir die Ordnungszahl der Schwingung nennen; p = 9 ist eine com: 
plexe Constante, deren Bestimmung .das Hauptziel der folgenden Untersuchung 
darstellt; denn sie giebt uns zugleich Periode und Dämpfung der in der Um- 
gebung des Rotationsellipsoids móglichen electromagnetischen Schwingungen an. 
x. ist eine, zunächst willkiirliche, complexe Constante. Haben wir eine längs 
der Ellipsen sich ändernde Function E, und eine längs der Hyperbeln veränder- 
liche Function H, gefunden, die allen Bedingungen genügen, so ergiebt: 


(13) (A = 679" E (y) H, (2). 


us‏ “نت 


eine particuläre Lösung des Problems. Es folgen die electrischen und magne- | 
tischen Krăfte aus (9a), (11), (11a), (11b). 
Die magnetische Kraft, senkrecht auf den انیت‎ ist: 


y oe EO HO 


Vi-y تلام‎ -1 


Fiir die Componenten der electrischen Kraft in Richtung der Hyperbeln und 
Ellipsen ergiebt eine Integration der beiden letzten Gleichungen (9a) die Werte: 


e’ dE (y) Ha) 
9 dy pwyes-iyzs-y 
-ə E(y 1 coi aH, (x) 

ub V1—3* — y? fNa? — y f dx 


Bei der Integration nach der Zeit ist angenommen, dass mit wachsender 
Zeit die electrischen Krăfte auf null herabsinken. Anderenfalls wiirde ein elec- 
trostatisches Feld vorhanden sein, das sich unabhängig dem veründerlichen Felde 
der Schwingung superponierte. Es bilden übrigens, wie festgesetzt war, die 
Richtungen, in denen die Componenten X, Y, N positiv gerechnet sind, ein 
Rechtssystem. Bei complexem p werden auch die Functionen E,(y), H,(x) im 
allgemeinen complex sein. Allein, da die Grundgleichungen und Grenzbedin- 
gungen in den electrischen und magnetischen Kräften linear sind, so stellen die 
reellen Teile der Functionen N, X, Y für sich eine Lósung dar, die einem phy- 
sikalischen Vorgange entspricht. 

Es haben nun die Integrale L,(y) H,(x) der Differentialgleichungen (12a, b) 
gewissen Bedingungen zu genügen. Zunăchst müssen die electrischen und magne- 
tischen Kräfte stets endlich sein für alle Puncte des Feldes. Die Puncte für 
die x = 1 wird, liegen innerhalb des Leiters. Dagegen wird y 一 +1 bezie- 
hungsweise y 一 —1 für die beiden Schalen des Rotationshyperboloids, dessen 
grosse Axe gleich dem Abstand der Brennpuncte ist, insbesondere also für die 
im Felde liegenden Stücke der Rotationsaxe. Daher erfordert die Endlichkeit 
der Kráfte, dass an diesen beiden singulüren Stellen der Differentialgleichung 
(12a) das Integral Z,(y) verschwinde und seine Ableitung daselbst endlich sei. 
Es ist nun klar, dass diese Bedingungen, für beliebige Werte der Constanten 
x, nicht zu erfüllen sind. Denn das Integral soll zwei Gleichungen genügen, 
die sein Verschwinden für y = +1 verlangen, aber nur über eine Integrations- 
constante kann verfügt werden; haben wir nümlich eine Lósung erhalten, welche 
alle Bedingungen befriedigt, so bleibt sie auch nach Multiplication mit einer 
Constante eine solche, es ist also eine multiplicative Constante willkürlich. Da- 
her wird den Stetigkeitsbedingungen nur für bestimmte Werte der Constanten 
x, genügt werden kónnen. Solche Werte werden im folgenden Paragraphen er- 
mittelt werden, und zugleich das entsprechende Integral E,(y), das alle Bedin- 
gungen befriedigt. Paragraph (4) enthält sodann die Darstellung des allgemeinen 

2%* 


(13a) 


— 12 一 


Integrals unserer Differentialgleichung, und insbesondere des particulüren Inte- 
grals von (12b), das der Grenzbedingung fiir ein sehr gestrecktes Rotationsellip- 
soid geniigt. Diese verlangt das Verschwinden der tangentiellen Componente Y 
der electrischen Kraft an der Oberflăche des Leiters, und wird daher nur dann 


befriedigt, wenn E) für den entsprechenden Wert von x verschwindet. 


Dieses particulăre Integral muss nun in grosser Entfernung vom Erreger diver- 
gierenden Wellen entsprechen. Hier werden die Ellipsoide zu Kugeln vom Ra- 
dius (fz). Die Function H,(x) muss in grosser Entfernung in Cet®fz übergehen; 
nur dann erhält A den Factor e~*(¢—/*), entspricht also einer mit Lichtge- 
schwindigkeit zu entfernteren Kugelflächen forteilenden Erregung. Im Para- 
graphen (5) werden solche particuläre Lösungen der Differentialgleichung (12b) 
angegeben, die sich mit wachsendem x der Function Ce” nähern. Dieses parti- 
culäre Integral, das nur eine einzige willkürliche multiplicative Constante ent- 
hält, soll nun mit dem der Grenzbedingung genügenden identisch sein. Diese 
Forderung ergiebt uns eine Gleichung für die Constante p. Die Berechnung 
des Wertes von p für die Grundschwingung, aus dem sich unmittelbar deren 
Periode und Dämpfung ergiebt, ist gleichfalls in $ 5 enthalten. - Endlich im 


sechsten Paragraphen werden die Resultate zusammengefasst und ihre physika- 
lische Bedeutung besprochen. 


5 3. Verteilung der Kräfte längs der Ellipsen. 


Es liegt die Aufgabe vor, ein Integral E,(y) der Differentialgleichung (12a) 
zu ermitteln, das verschwindet für y — +1, und dessen Ableitung für diese 
Werte des Arguments endlich ist. 

Es wird zweckmăssig sein, zunüchst den Grenzfall zu behandeln, dass das 
Ellipsoid in eine Kugel übergeht, für den das Problem der Periodenbestimmung 
bereits in der eingangs erwähnten Arbeit von J. J. Thomson gelöst ist. Hier 
wird p = of = 0; R,(y) sei die Function, in die E,(y) übergeht, wenn man 
p 一 0 setzt. Diese hat nach (12a) der Differentialgleichung zu genügen: 


d % 
dy Ba) Tay fn) 一 0 
oder, wenn wir x, = n(n+1) setzen, wo n eine, zunächst beliebige, Zahl ist: 


n (n 十 


(14) ay Ba) + n.) = 0. 


Wir kónnen dieser Gleichung genügen, wenn wir setzen: 


(148) Ru) = a-ri P (y), 


-E e 
falls P (y) der Differentialgleichung genügt: 


(14b) en Porn + DP.) 一 


Denn durch Differentiation dieser Gleichung und Einsetzung von (14a) gelangen 
wir zu der Gleichung (14) zurück. Es folgt aus (14a, 14b): 


(140) ay Po) = —n(n-+1)P,(y). 


Haben wir also ein Integral P,(y) der Gleichung (14b) gefunden, das für y = +1 
mit seiner Ableitung endlich ist, so ist die Aufgabe für verschwindende Excen- 
tricitát des x d gelöst. Denn nach (14a, 14e) verschwindet dann RE, (y) 


für y = +1 und PIN y) ist endlich. 


Die Differentialgleichung (14b) nun ist die ia asia sche. In Ray- 
leigh's „Theory of sound“ ist nachgewiesen*), dass die Reihen, welche, nach 
aufsteigenden Potenzen von y fortschreitend, dieser Gleichung êh GEF stets fiir 
y = +1 divergieren, falls sie nicht abbrechen, dass ein Abbrechen aber nur 
stattfindet, wenn n eine ganze positive Zahl ist. Dann wird ein für y — +1 mit 
seiner Ableitung endliches Integral von (14b) gegeben durch die ganze Function 
nt" Grades, welche von Heine?) als Legendre sches Polynom, von Max- 
well?) als zonale Kugelfunction bezeichnet wird. Für den Fall also, dass 
p = 0 wird, ist x, = n(n--1) zu setzen, wo n eine ganze Zahl ist, und 


Ray) = (一 的 — E T ۱ erfiillt alle gestellten Bedingungen. 
Ehe wir zu e allgemeinen Aufgabe übergehen, wollen wir einige Eigen; 
schaften der Legendre schen Polynome angeben, die uns später von Nutzen 


sein werden. Wir stützen uns dabei auf Heine's ,Handbuch der Kugelfunc- 
tionen.“ Wie wir bereits sahen, genügt P,(y) der Differentialgleichung: 


(15) a 793; Pra + DP. = 0 HeineL p.47. 


P (y) ist eine ganze Function nt Grades seines Arguments, und zwar eine 
gerade für gerades n, eine ungerade für ungerades n. 


(15a) P,-y) = (-1» P, (y). 


Daraus folgt, dass H,,(y) = (1— A= dy 
radem n, eine gerade bei ungeradem m. 


(15b) Ru} y s I" Bao (y). 


1) Bd. II p. 340 ff. der Uebersetzung von Neesen. 
2) Heine, „Handbuch. der Kugelfunctionen,“ I p. 11. 
3) Maxwell, ,Treatise“, I Kap. 9. 


P,(y) eine ungerade Function ist bei ge- 


ir IE: x 


Sind n, m zwei verschiedene ganze Zahlen, so ist: 


+1 
(15c) J dy P (y) P (y) = 0. Heine I. S. 69. 
—1 
Dagegen wird für » — m: 


+1 2 
3 SER ۲ 。 
(154) / Ay = 5,71 Heine I. S. 68, 


— 


Durch partielle Integration ergiebt sich: 
+1 1 = 
f, a; 7.) a nm [ro ren] - [r3 la-n a, eo 


Und mit Rücksicht auf T: sowie (15), (15d): 


i 2n (n -- 1) 
(15e) uo بج‎ es 


—1 
Ferner ist: 


(159 1 Pay = سي‎ (Pra) Pau) Heine L S. 98. 
Hieraus, sowie aus (15), folgt: 


Ro) = A= y) 950 — nin +t) f Pay = PEED (o qp.) 
Daher : 


[Ra = (See = ۱ | M Pry) dy—2 E P. (9) Pussy) dy + L بجر‎ (09| 


—1 


Und endlich, nach (150), (15d): 


eri 2 | 2 ma) = 4n? (n +1) 


HW, 
(15g) (yey = (2n+1F \Qn-1 *n48 (2n — 1) (2n -- 1)(2n +3) 


—1 


Nach diesen Vorbereitungen suchen wir die Differentialgleichung (12a) zu 
befriedigen, indem wir E, (y) sowohl wie x, einer nach aufsteigenden Potenzen 
von p?’ fortschreitenden Reihe gleichsetzen. Es wird angenommen, dass diese 
Reihen für hinreichend kleine Werte von p°? convergieren; dieselben müssen 
sich für p = 0 auf R,,(y) beziehungsweise n(n + 1) reducieren. 


(16) E,(y) = Rn (Y) + RA (y) p! + Rn (y) 2“ tet RR) 十 … 
(17) x, = n(n +1) + 6p + ورك‎ Pi 6, p" + 


Sollen diese Reihen für beliebige Werte der Excentricität f = ۳ die Gleichung 


حك | .سه 


ap B+ E.G) (^ Pitz اه‎ = 0 


befriedigen, so muss in dem Resultate der. Einsetzung der Coefficient jeder Po- 
tenz von p* verschwinden. Hieraus folgen die Gleichungen: T 


/ d? n(n +1) 


d 2 Rio FE. l1 y Am 0, 
d n (n T 1) A R. 0-1 
(18) à P^ T Rn E pen y EE R.— 1 — y? 》 
d? n (n + 1) سح‎ R, 6, Rio 6.42 
dp Pat Ra ET tee Dam 1-8 1—y , 


u. S. W. in inf. 


Sollen ferner bei variabelm p die Stetigkeitsbedingungen erfüllt bleiben, so 
muss in der Reihe (16) der Coefficient jeder Potenz von p° für y = +1 ver- 
schwinden und seine Ableitung daselbst endlich sein. 

Die Function R,,(y) hatten wir bereits demgemăss bestimmt. Die Inte- 
gration der übrigen Gleichungen (18) bietet nunmehr keine Schwierigkeiten dar. 
Wir multiplicieren die linke und rechte Seite der zweiten der Gleichungen mit 
Ro, die der ersten mit R,,, und erhalten dureh Subtraction der Producte : 


d d? R? 
Baa yt Pa Ra gya Huo = Boo ؟‎ Tp 
Analog ergiebt sich: 
2 3 3 


nO dy” n2 n2 dy’ nO ni n0 = — y? 
۱ u. s. W. in inf. 


Die linken Seiten lassen sich sofort integrieren. Man erhält: 


d 
SA d ATR n1 a" =f و"‎ | Ri, — En 
(20) d | M _ Ons = 
Ray Ba Bas PT: 2f dy | Ra Rs, و وس‎ 
u. S. ۰ 
Es sollen nun E, Rae verschwinden für y = —1, und ihre Ableitungen 


daselbst endlich sein. Da auch AK, daselbst verschwindet, und eine endliche 
Ableitung besitzt, so ist —1 = c, =... zu setzen. Die gleichen Bedin- 
dingungen sind nur dann auch für y — 十 1 erfüllt, wenn: 


+ 2 Ri 一 
(21) ۱ f dy | ou 1r] = 0 


T R,, PM Rio 
(21) f dy |. Ra~ 6,1 = y 6, rd = 0, 


7 E u. S. W. in inf. 


Ferner ergiebt, nach Division der obigen Differentialausdrücke erster Ordnung 
für Ras R, durch Ri, eine weitere Integration: 


Ra تفت‎ y dy 2 m 
Ro 0+ 7 EJ mn m i^ 


(22) Ra _ y dy ifi: RS 
— 0 +] 8 E 6. | 


Km 


u. S. W. in inf. 


Die erste der Gleichungen (21) giebt uns den Wert der Constanten o,, da R, 
bekannt ist. Alsdann folgt R, aus der ersten der Gleichungen (22), o,, aus 
der zweiten der Gleichungen (21), R,, aus der zweiten der Gleichungen (22). 
So fortfahrend, kann man successive alle Coefficienten der Reihen (16), (17) er- 
mitteln. 

Es ist noch über die Integrationsconstanten C,, C, ... zu verfügen. Auf 
der rechten Seite der ersten der Gleichungen (20) steht unter dem Integral- 
zeichen eine gerade Function von y. Da c, 一 —1 ist, so folgt hieraus und aus 
(21) dass die Integralfunction für y — 0 verschwindet; eine Function, die für 
y = 0 verschwindet, und deren Ableitung eine gerade Function ist, ist aber 


eine ungerade Function von y. Demnach ergiebt (22), dass x das Integral 


einer ungeraden Function, und somit eine gerade Function ist. Hieraus wiederum 
folgt, dass in der zweiten der Gleichungen (20) unter dem Integralzeichen eine 
gerade Function steht, und da و6‎ = —1 ist, so ergiebt sich aus den zweiten der 


Gleichungen (21),.(22) durch entsprechende Schlüsse, dass ~ eine gerade 


Function ist, und so fortfahrend, findet man dasselbe für alle Functionen xt. 
nO 


Daraus folgt, dass auch L(y) eine gerade oder ungerade Function von y ist, je 
nachdem £&,,(y) gerade oder ungerade ist. Wir sahen aber in (15b), dass das 
erstere stattfindet bei ungeradem n, das letztere bei geradem n. Somit ist bei 


gerader Ordnungszahl der Schwingung E,(y) eine ungerade, T E,(y) eine ge- 
rade Function, bei ungerader Ordnungszahl E,(y) eine gerade, di E, (y) eine 


ungerade Function. Dieses Verhalten ist fiir die beiden Gruppen von Schwin- 
gungen charakteristisch. Denn, wie die Gleichungen (13a) ergeben, sind Z,(y), 


$E, (y) proportional den Functionen N, X, deren reelle Teile die magnetische 
Kraft, beziehungsweise die senkrecht auf den Ellipsoïden stehende Componente 


! 


zn. WEE ee 


der electrischen Kraft ergeben. Die Schwingungen ungerader Ordnungszahl be- 
sitzen daher einen Knoten der electrischen Kraft in der Mitte des Leiters, die 
Schwingungen gerader Ordnungszahl einen Knoten der magnetischen Kraft. Auf 
die physikalische Bedeutung dieser Ergebnisse kommen wir weiter unten zurück. 
Wir erkennen jedoch, dass wir bei der Integration im Falle der ungeraden n 
mit einem beliebigen Anfangswerte von E,(y) für y =0 ausgehen können, wäh- 
rend die Ableitung daselbst verschwindet. Bei geradem » dagegen ist der 
Wert der Ableitung beliebig, aber die Function verschwindet für y = 0. Stets 
aber gelingt es, diesen Anfangswerten bereits durch die Function R,,(y) zu ge- 
nügen, so dass Ra, R., ... nebst ihren Ableitungen dort sämmtlich gleich null 
gesetzt werden kénnen, ohne die Allgemeinheit zu beschrünken. Dieses wird 
erreicht, indem in (22) C, = C, ... = 0 gesetzt wird. Es würde übrigens ein 
von null verschiedener Wert dieser Constanten keine andere Aenderung nach 


sich ziehen, als eine Multiplication der Entwickelung (16) mit: 


1 + Cp" Cp ...ل‎ Cp? ۰ 
In der That war ja, wie wir sahen, eine multiplicative Constante willkürlich. 
Nunmehr schreiten wir zur Berechnung der Coefficienten R,,, 6,,. Die 


nr? 


erste der Gleichungen (21) ergiebt : 


in Rio m +I 2 
sf dy مک‎ =f dy Rt, 


Setzen wir hier die in (15g), (15e) gefundenen Werte der Integrale ein, so folgt: 


5 2n(n +1) _ wat — — 
" 9n--1 (An —1)(ân+(n+3)! 
2n ) + 1) 


(23) 6, 


0 (2n — 1) (2n +3) l 


Es ist mir zwar nicht gelungen, in gleicher Weise für alle Coefficienten o,, die 


Abhängigkeit von der Ordnungszahl n festzustellen, allein in jedem einzelnen 
Falle lassen sich aus den Gleichungen (21), (22) die Grössen 6,,, R,, berechnen. 


“Ich habe bisher die Berechnung nur durchgeführt für den Fall n = 1, und 


zwar bis 6,,, Ry. Ich finde: 
PE NEC EE 
Os — 7 دكي‎ ۹:۵۳ 3.7.88۰ Su ۰ 118 
Daher wird die Reihe (17) für n = 1: 


"WC NEP DET 
(a) tet -37 5! م‎ 


Es ist ferner (Heine LS. 12): 
PLY) = y, 


daher nach (14a): 
D) = (1 — y’). 

Weiter finde ich: 
RY) Ms (1 —') n 


a ¥ (16 + 25y* 
Ry) = E A 
ee y? (24 + 254°)” 
R,Y = (1 y) 95 93.7.55 ? 
y y' (B1.2°. 38+ y 401. 27.8.5 FF... T+.) 
Y 9! 35.5". 7°. 11 


(23b) 


Rly) = (1— 


Leider wird die Berechnung der Coefficienten R,,(y) der Reihe (16) mit 
wachsendem v immer complicierter, so dass es mir nicht möglich ist, anzugeben, 
für welche Werte von p und y die Reihe convergiert. Es bleibt daher ihr Ver- 
halten gegenüber der Frage der Convergenz unentschieden, ihre Brauchbarkeit 
hingt davon ab, ob es in den einzelnen Gruppen Werte von p giebt, die alle 
Bedingungen befriedigen, und für welche die ersten Glieder hinreichend rasch ab- 
nehmen, um eine befriedigende Annäherung zu gewähren. Dieses wird um so eher 
der Fall sein, je kleiner p ist. Es war aber p das Product aus der Excentricitát f 
des leitenden Ellipsoids, und einer complexen Grösse 3, deren imaginärer Teil 
der Schwingungszahl, deren reeller der Dămpfungsconstante proportional war. 
Die berechneten Reihen werden also zunăchst gestatten, die Eigenschwingungen 
eines Ellipsoids von kleiner Excentricităt anzugeben. Dieses war aber nicht 
der Fall, der in physikalischer Hinsicht Interesse darbot, vielmehr der ent- 
gegengesetzte, dass der Abstand der Brennpuncte nur wenig kleiner ist, als 
die grosse Axe des Ellipsoids. Hier werden die Reihen um so eher verwend- 
bar sein, je kleiner Schwingungszahl und Dümpfungsconstante sich ergeben. 
Daher wird die angewandte Methode in jeder Gruppe den Verlauf der Schwin- 
gung kleinster Schwingungszahl und Dümpfung am genauesten anzugeben ge- 
statten. 

Es kónnte Bedenken erregen, dass im Folgenden die Reihen, deren mathe- 
matischer Charakter ein fraglicher ist, benutzt werden, um durch gliedweise 
Differentiation eine Darstellung der Ableitung Z/(y) zu gewinnen. Allein zu- 
folge der Gleichung (12a) kinnte man die Ableitung auch durch Integration 
erhalten: 


y 
1 )( - EY) = — | dy Ey) -r+ s): 
Jo 1 4 
Setzt man hier auf der rechten Seite für E (y) die Reihe (16) ein, so muss das 
Resultat der Integration, nach Potenzen von p' geordnet, mit dem durch glied- 
weise Differentiation von E,(y) gewonnenen übereinstimmen, da ja die Reihe 


=, Jo as 


(16) formal die Differentialgleichung (12a) befriedigt. Wenn nun die ersten 
Glieder der Reihe (16) die Function E, (y) mit einer gewissen Annäherung dar- 
stellen, so gilt dieses auch für das Integral zur Rechten, und man erhält in der 
That einen angenäherten Wert für die Ableitung E! (y). 


8 4. Ermittelung des allgemeinen Integrals. 


Wir setzen nunmehr das particulăre Integral E,(y) unserer Differential- 
gleichung, das für y = +1 von der ersten Ordnung verschwindet, und dessen 
Ableitung daselbst endlich ist, als bekannt voraus für alle reellen, endlichen 
Werte des Arguments, und suchen ein zweites particuläres Integral F (y) zu 
ermitteln. Wir setzen zn diesem Zwecke: 


(24) Fo) = E Gie( 1) 00. 


Soll diese Function der Differentialgleichung (12a) genügen, so muss ®(y) die 
Gleichung befriedigen : 


X, PERS‏ 2 ور 
(24a) 0 (y) + Oy) 6 T r5] =‏ 


Weiter setzen wir: 


250 + E, (0) (a7) 


(24b) O(y) = -ED pp) 


— wir, dass nach (12a) ist: 


E,(y) = a E (y) — - |E, (y) (^r +7 =] = — E) (- pi = 


d 1 
Tx, E, W) ay (5-1) 


so ergiebt (24a) 
qu" Us (ap) | — شرو‎ — ۱ (2:9, 
(25) P, (u) + NOT ae, 2, pi 


Hieraus, und aus (12a) folgt in bekannter Weise: 
, " E, (1 
(y) E, (y) — V.) Ez) = 25,0) (Fr) 


und durch Integration: 


E, 
(258)  ‘F,(Y) E (y) DE.) = af dy Ey ay şi =) 


Die untere Grenze konnten wir beliebig wählen, da es uns nur auf die Ermitte- 
lung eines particulären Integrals ankommt. Durch die getroffene Festsetzung 
3 x 


一 20 — 


erreichen wir, dass das Integral zur Rechten sowohl fiir y = —1, wie fiir 
y = +1 verschwindet. Denn E,(y) ist, wie wir sahen, entweder eine gerade oder 
eine ungerade Function, und daher ist die zu integrierende Function stets un- 
gerade. Weiter folgt aus (25a): 


x d (1P,(y) E, (y) 
ee Ey) 7 لوم‎ AP Oa pa} 
Pus dy VE, (y) EG y Day i 
für y = +1 wird die rechte Seite unbestimmt. Durch Differentiation von 
Zühler und Nenner ergiebt sich der Wert: 


ry ay GeT 
Ey) dy 2-1 y= +1 

Da E. (y) für y = X1 von der ersten Ordnung verschwindet, und die 
Ableitung endlich ist, so ist dieser Wert ein endlicher, und somit ist auch die 
rechte Seite der durch Integration von (25b) entstehenden Gleichung endlich 
für y= +1 


I (y) v 2dy "e: e 
25 = = "YU dy E 
= E, (y) f E; md. ۷ 0 1 
Daher verschwindet ww (y) für y = +1, und aus (25a) folgt, dass W” (y) daselbst 


endlich ist. | 
Wir haben nunmehr ein zweites particulăres Integral gewonnen: 


e) FL) = Eor H) -Ae + ووس‎ 


Wir wollen den Verlauf dieser Function untersuchen. | 

Die allgemeine Theorie der linearen Differentialgleichungen lehrt, dass die 
Integrale für alle endlichen Werte des Arguments, in denen die Coefficienten 
der Differentialgleichung endlich sind, gleichfalls nebst ihren Ableitungen end- 
liche Werte annehmen. Das Verhalten in der Umgebung der singulăren Puncte 
y = +1 geht nun aus (26) hervor; uns wird hauptsächlich der Punct y = +1 
interessieren. Da E, (9) von der ersten Ordnung verschwindet, und * (y) gleich- 
falls, so ist: 


EP m +0) 


F.(1--4) = für kleines 6. 


Durch Differentiation von (26) ergiebt sich: 


1 E E. 
aa 


Fy) = Bile! 
Oder, mit Riicksicht auf (12a) 


(26a) (人 = E (ilg F =] سس‎ E (y) +1 (y). 


—— | - 
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Alle Glieder auf der rechten Seite sind endlich für y — +1, bis auf das erste, 
das logarithmisch unendlich wird. Daher ist: 


F'48)-— E'(1-9)11g (s) für kleines à 


Nunmehr kónnen wir das allgemeine Integral der Differentialgleichung (12b) in 
der Form darstellen: 

H,(@) = AE,(x)+ BE(2). 
. Das Argument z gab das Verhăltnis der grossen Axe des durch den betreffenden 
Punct gehenden Ellipsoids zum Abstand der Brennpuncte an. Die Grenzbedin- 
gung verlangte, dass die Ableitung H(z) an der Grenze des leitenden Ellip- 


soids verschwinde. Für ein sehr gestrecktes Ellipsoid ergiebt demnach die 
Grenzbedingung die Gleichung: 


0 一 ۸401 + 0( د‎ BF (+ò). 
Oder, mit Rücksicht auf die obigen Resultate: 


0 = 4+ Byle(5) 


Daher wird, wenn der Erreger sich dem Grenzfalle des stabfórmigen Leiters 
nähert: 
24 


a 
385 

Da demnach 2 gegen A verschwindet, E (2) und F(x) aber endlich sind für 
alle Werte des Arguments, die 1 wesentlich tibersteigen, so ist fiir solche Werte: 


(26b) Ha) = AE,(2). 
Dagegen wird für kleines ô: 


H,(14-89) = AE, 14-9) --BF. (12-9) = A/E(1+6)4 250779) 
x, lg 5 
Da aber E,(1+6) für ð = 0 von der ersten Ordnung verschwindet, so wird 


das der Grenzbedingung genügende Integral von (12b) mit verschwindendem ó 
unendlich klein wie: 


B = — 


422:0) 


ale (2) 


(26c): H,(1+6) = 
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8 5. Verteilung der Kräfte längs der Hyperbeln. 


Das particuläre Integral H,(x) der Differentialgleichung (12b) sollte der 
Bedingung genügen, mit wachsendem x in die Function e*” überzugehen. Neuer- 
dings hat Herr Kneser!) für eine Klasse von Differentialgleichungen, in der 
auch die obige enthalten ist, nachgewiesen, dass sie particuläre Integrale be- 
sitzen, die sich mit wachsendem Argumente asymptotisch den Functionen et” 
beziehungsweise e" nähern. Das erste entspricht Wellen, die vom Erreger 
divergieren, das zweite solchen, die gegen den Erreger hin convergieren. Durch 
Zusammensetzung derselben kann man particuläre Lösungen finden, welche den, 
bei Anwendung eines reflectierenden confocalen Ellipsoids von beliebiger Lage 
möglichen, stehenden Schwingungen entsprechen. Andere particuläre Lösungen 
dieses letzteren Problems hat für gewisse specielle Lagen der beiden Ellipsoide 
Herr Kolaceck in der eingangs erwühnten Arbeit gegeben. 

Wir nehmen zunächst in Gleichung (12b) 2 = px als unabhingige Variable 
und nennen Z,(z) die Function von z, in die H,(x) durch diese Substitution 
iibergeht. Diese hat der Differentialgleichung zu geniigen: 


4 p" 
(27) La Z,(2)— 2.14% (14 + beein inf.) = 0 
روگ‎ 
für x, ist der im dritten Paragraphen ermittelte Wert einzusetzen: 
u, = NNI) H OaD H Gap et op +> 
Zur Ermittelung des divergenten Wellen entsprechenden Integrals, das sich mit 
wachsendem x der Function e" nähert, werden wir uns einer Methode bedienen, 


die der im § 3 angewandten analog ist. Wir suchen (27) durch eine nach auf- 
steigenden Potenzen von p° fortschreitende Reihe zu erfüllen: 


(28) 7, (s) = Syy(2)+8,, (2) + ورگ‎ (2) pt + ۰.۰ + Sa ()2" + 


Damit diese Annahme die Differentialgleichung (27) fiir beliebige Werte von p 
befriedige, muss in dem Resultate der Einsetzung der Coefficient jeder Potenz 
von p°’ für sich verschwinden. Hieraus folgen die Differentialgleichungen : 


| is &.()— 8,0) (1. 5) = 0, 


is Sul) Sale) + EL) 一 کت‎ LET gg, 
(29) n- n a (2) ۰20 4-1 NC) 
nr) = Ou ge tt Sale) On a 


pi 
| TA ٩.8 - RO (1+ —— 


& + n: E 


T Ga os eu (2), 


u. S. W. in = 


\ 
\ 


1) Crelle's Journal für reine u. angew. Math. Bd. 116, 117. 1896. 
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Ein Integral der ersten dieser Gleichungen lässt sich leicht angeben !), in 
der Form: 


(30) 8.) = (22) (5 


Es geht mit wachsendem z in e* über und bildet die Lösung des Problems fiir 
verschwindenden Abstand der Brennpuncte des Ellipsoids. Ein anderes parti- 


culäres Integral: 
1 d 
n+1 
G az) B 2 1 


nähert sich mit wachsendem 2 der Function e”. Die nun aufzusuchenden parti- 
culăren Integrale S (2), $,(2) ... müssen erstens der Bedingung genügen, keinen 
Teil dieses zweiten particulăren Integrals zu enthalten, und zweitens müssen sie 
für grosses 2 gegen & (2) verschwinden. Es ergiebt sich durch mehrfach an- 
gewandte Operationen: 


S4. (2) So (4) - Sho (2) S. (4) = 6 tf deon ee) Paot) y 


c, ist eine Integrationsconstante; das zweite Glied stellt das unbestimmt ge- 
nommene Integral vor. Weiter folgt: 


8.) = 80 E (e ۳ f deo. pa pm t ig s.c). 


Es ist nun über die Integrationsconstanten c,, c, den für S$,(2) aufgestellten 
Bedingungen gemäss zu verfügen. Zunächst ist c, = oo zu setzen, weil S,,(z) 
gegen S,(z) für م‎ = oo verschwinden soll Ferner würde bei einem von null 
verschiedenen Werte von e, ein Glied in S,,(z) auftreten, das sich mit wach- 
sendem 2 der Function €^ näherte. Da dieses ausgeschlossen war, so ist c, = 0 
zu setzen, d. h. es verschwindet die in dem unbestimmt genommenen Integral 
auftretende additive Constante. Daher wird: 


(800 Se) = 8 0 f^ s sg” 8 Ba) AREL e 2l 


Und durch analoge Betrachtungen erhält man: 


n- m (e 1 


(30b) S.,(2) = 


1 
5.0 | 3 sof *l de[o 5, TM n- E urna Fare هه‎ em ET s]. 


g’ 2° 


So fortfahrend, erhält man successive alle Coefficienten der Reihe (28). Insbe- 


1) Forsyth, „Lehrbuch der Differentialgleichungen," § 112. 


sondere ergiebt sich fir n = 1: 
Si (2) — )- (, 
(21,11 1 1 
8.0 = ۰] + روج‎ 


—— ee س‎ — aa 一 一 一 一 一 


Tetra 7.57‏ كر 5ع 2 


5 2 
, 4 1 2.31 1 2.1007 1 17.17 1 2.23 1 
Ge) SO = تور تج زو موجه‎ BT REITER TER 


2 1 3.23 1 2.47 1 3 1 3 z) 
2 7 


۳۲ 3.5. 二 
3.7 2 37) 
2.91 1 3943 1 4.8647 1 2.97957 1 


Bus) = e (+ وت و‎ ST IDE tee t 2.055 11 گم‎ 


2.380957 1 53 1 2.13 1 1 1 1 J 


— — — ———— — دوحج حو "ات ۲ بحس‎ Rm 


~ 8:.55.75.11 2^ 0٩,۵11 ° 1 27 8.11 كت‎ 3.1] # 
Alle diese Functionen stellen sich dar als Product aus e” und einer ganzen 
Function von = Dieses Verhalten geht keineswegs allgemein aus den Diffe- 


rentialgleichungen (29) hervor, sondern findet nur bei den Werten von 6,,, و‎ <° 
statt, die den Stetigkeitsbedingungen des Paragraphen (3) Geniige leisten. Die 
Entwickelung ist sehr geeignet zur Darstellung der Function Z,(z) für grosse 
Werte von z; bis herab zu 2 一 2p nehmen die berechneten Glieder hinreichend 
rasch ab, um eine gute Annäherung zu gewähren. 
Diese Function Z,(2) soll nun mit dem der Grenzbedingung für ein sehr 
gestrecktes Ellipsoid genügenden Integrale, das wir in (26b) für Werte von z, 
die 1 wesentlich überstiegen, durch 4 五 ,(Z) ausdrückten, identisch sein. Indem 
wir die Werte, welche die Function ALE,(x) und ihre Ableitung für z = 2 an- 
nehmen, den Werten der Function Z,(z) und ihrer Ableitung nach x für z = 2p 
gleichsetzen, gewinnen wir zwel Gleichungen: 


|  Z,(Qp) = 4 及 人 
| »Z,(2p) = AE,(2). 

Durch Elimination der Constanten A folgt: 

(32a) Z, (2p) E' (2) - Z! (2p) E,2) = 0 
Dieser Gleichung muss die Constante p geniigen, falls sie einer in der Umge- 
bung des stabfórmigen Leiters bei freier Ausstrahlung möglichen Schwingung 
- der nt Gruppe entspricht. 
Für die erste Gruppe (n = 1) erhalte ich aus (23b) die Nüherungswerte : 
E,(2) = 0,75 + 0,3p* + 0.0497p* + 0,00488p* + 0,0003887 
E!(2) = 14-0.7p + 0,1589p* + 0,01926p* + (۴۰ 


(32) 


Ferner aus (31): 
Z (Op) = £^ [—0,528+1,086p —0,2153p* +-0,0223p"—0,0004p*—0,00019p* + 0,00008p%) 
P 


Z: (2p) 一 Z [+ 0,296 — 0,592p + 1,1809p*—0,2406p* 4-0,0243p* —0,00021p* — 0,00024p* 
+ 0,00006p”]. 
Aus (82a) folgt für p die algebraische Gleichung: 


0 = 0,750 — 1,500p + 1,5594p* — 1,119bp* + 0,6222p* — 0,2850p° + 0,11185p" 
— 0,08860p' + 0,01197p* — 0,003345? + 0,00082p"° — 0,000107p + 0,000006". 


Ein Paar conjugiert complexer Wurzeln dieser Gleichungen liegt bei: 
p = 146 + 1,24:. 


Nachdem man den angenäherten Wert der Wurzel ermittelt hat, kann man 
prüfen, ob die Glieder der angewandten Reihen hinreichend stark abnehmen, um 
die Vermuthung zu begründen, dass die Berücksichtigung der ersten Glieder 
derselben eine genügende Genauigkeit in der Bestimmung von م‎ gewühre. Für 
die gefundene Wurzel trifft dieses zu. Dagegen scheinen die übrigen Wurzeln 
der Gleichung zu gross zu sein, als dass die Reihen für E,(x), Z,(z) zur Be- 
rechnung brauchbar wăren, es sind diese Wurzeln daher nicht als Lósungen des 
Problems anzusehen, und es bleibt die Frage offen, ob überhaupt in dieser 
Gruppe noch andere mógliche Eigenschwingungen vorhanden sind. 

Setzen wir einen der gefundenen Werte von p!) in die Entwickelungen 
(16), (17) ein, so ist die Function Z,(y), welche die Veränderung der Kräfte 
längs der Ellipsen darstellt, so wie die zugehörige Constante x, vollkommen 
bestimmt. Ferner findet man durch Einsetzung in (28) die Function Z,(pz) 
welche die für die Veränderung der Kräfte längs der Hyperbeln charakteri- 
stische Function H,(x) von x = 2 bis x = oo darstellt. Endlich folgt aus den 
Gleichungen (32) die Constante A, und somit die Function AE,(z), in welche 
die Function H,(x) übergeht für solche Werte des Arguments, die kleiner sind 
als 2, aber wesentlich grósser als 1. An der Grenze des Leiters aber wird, 
wie wir am Schlusse des vorigen Paragraphen sahen, 


A9E (1). 


2 
X, (3) 
Somit sind wir im Stande, alle Fragen, welche die Verteilung der Krüfte im 


Raume bei der gefundenen Schwingung betreffen, zu beantworten, falls die vor- 
‚stehend entwickelten Formeln der Discussion zu Grunde gelegt werden. 


H (+60) = 0, H(1+6) = 


1) Welcher Wert gewählt wird, ist gleichgültig, da es schliesslich nur auf die reellen Teile 
der in (13a) angegebenen Functionen ankommt, und diese von dem Vorzeichen von 2 unabhingig sind. 


Á 


Lan 
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Einige der Resultate, die mir physikalisch besonderes Interesse darzubieten 
schienen, sollen im folgenden Paragraphen besprochen werden. 


8 6. Discussion der Resultate. 


Wir erhielten particulăre Lósungen des Problems, welche in der Um- 
gebung des stabförmigen Leiters von der Länge 2f mögliche, gedämpfte electro- 
magnetische Schwingungen darstellten, indem wir die electrischen und magne- 
tischen Krüfte den reellen Teilen der in (182) dargestellten Functionen gleich- 
setzten. Die Function N ergab die magnetische Kraft, die senkrecht auf den 
Meridianebenen steht, während X, Y die Componenten der electrischen Kraft in 
Richtung der Hyperbeln und Ellipsen bestimmten, deren Brennpuncte in die 
Enden des Stabes fallen. | 

Wir teilten die Schwingungen nach ihrer Ordnungszahl ein, und sahen, 
dass bei gerader Ordnungszahl die Function £E,(y), welche die Verteilung der 


Kräfte längs der Ellipsen angab, eine ungerade Function, bei ungerader Ord- 


nungszahl eine gerade Function ist. Für die Schwingungen ungerader Ord- 
nungszahl, zu denen auch die Grundschwingung gehört, stellt sich demnach die 
Verteilung der Krüfte langs des Leiters folgendermassen dar. Legen wir eine 
Ebene senkrecht durch die Mitte des Stabes, so sind in solchen Puncten, die 
symmetrisch zu dieser Ebene liegen, die magnetischen Krăfte gleich, die senk- 
recht auf dem Leiter stehenden Componenten der electrischen Kraft, und daher 
die electrischen Ladungen, entgegengesetzt gleich. In der Mitte befindet sich 
ein Knoten der electrischen Kraft. Für die Schwingungen gerader Ordnungszahl 
dagegen sind die electrischen Ladungen in symmetrisch liegenden Puncten gleich, 
die magnetischen Krăfte aber, und daher die electrischen Stróme an der Ober- 


flüche des Leiters, sind entgegengesetzt gleich und verschwinden in der Mitte 
des Stabes. Geschieht die Zuleitung von den Polklemmen des Inductoriums in 


symmetrischer Weise, so künnte ein Auftreten von Schwingungen gerader Ord- 
nungszahl nur bedingt sein durch unvollkommene Leitfáhigkeit des Funkens oder 
durch die, bei Entladungserscheinungen sich háufig zeigenden Asymmetrien. Weiter 
ist zu beachten, dass die Function (N), deren reeller Teil die magnetische Kraft 
ergiebt, sich darstellt als Product einer Function der Zeit, eines nur lüngs der 
Ellipsen, und eines nur längs der Hyperbeln veränderlichen Factors. Verschwin- 
det nun die Function N an einem Puncte des Leiters, so verschindet sie, und 
daher auch die magnetische Kraft, lings der ganzen jenen Punct enthaltenden 
Schale des Rotationshyperboloids, dessen Brennpunkte in den Enden des Leiters 
legen. Insbesondere verschwindet bei allen Schwingungen gerader Ordnungs- 
zahl die magnetische Kraft in der ganzen, den Stab senkrecht halbierenden 
Ebene; hier treten bei diesen Schwingungsgruppen überhaupt keine fortschrei- 
tenden Wellen auf. Nun beobachtet man in der Regel, besonders bei Anwen- 
dung eines Hohlspiegels, ausschliesslich den Vorgang in jener Ebene. Daraus; 


wu I cx 


dass ein Auftreten der ersten Oberschwingung sich hier nicht gezeigt hat, darf 
man keineswegs schliessen, dass diese überhaupt nicht in der Strahlung des Er- 
regers auftrete, und daher der Funke als gut leitend anzusehen sei. 

Wir hatten für eine Schwingung der ersten Ordnung den Wert der Con- 
stanten 分 ermittelt, welche den zeitlichen Verlauf des Vorgangs angiebt. Es war: 


p = Of = 146 — 1,24 +. 


Bezeichnen wir nun mit A die Wellenlänge, mit c das logarithmische Decrement, 
so ist zu setzen: 


6 Art 
Men ze 
Also 
of _ 146, A — 1,24 
Oder 
_ rf 1,46 0 
1 = Br, 6 = 194 = 7,4 


Das logarithmische Decrement der Dümpfung durch Strahlung hat einen ausser- 
ordentlich grossen Wert; schon nach Ablauf einer halben Schwingung ist die 
Amplitude auf den 40. Theil herabgesunken. Das logarithmische Decrement ist 
unabhängig von der Länge des Stabes, während die Wellenlänge dieser propor- 
tional ist. Meines Wissens ist ein stabförmiger Erreger bisher nicht verwandt 
worden. Dagegen weicht der Hertz’sche Hohlspiegelerreger nicht allzusehr 
von einem solchen ab. Allerdings ist bei Anwendung eines Hohlspiegels die Be- 
dingung der freien Ausstrahlung nicht vollständig erfüllt, und infolgedessen 
könnten wir den gefundenen Wert des Dümpfungsdecrements nicht mit den ex- 
perimentellen Bestimmungen am Hertz’schen Erreger vergleichen, selbst wenn 
solche in exacter Form vorlägen. Eher erscheinen die Wellenlängen vergleich- 
bar, obgleich nicht ausgeschlossen ist, dass auch diese durch Anwendung eines 
Hohlspiegels verändert wird. Die Länge des Hertz’schen Erregers beträgt!) 
2f = 26 cm. Daraus folgt für die halbe Wellenlänge der gefundenen Schwingung: 
2 = 5,07. cm = 33 em, 

wührend die experimentellen Bestimmungen sich zwischen 29 und 33 cm bewegen ?). 
Die gefundene, nach der Maxwell'schen Theorie migliche Eigenschwingung 
ist demnach keine andere, als die Grundschwingung des Hertz’schen Erregers, 
die einzige, die man bisher beobachtet hat. 

Die Theorie gestattet nun, über die Verteilung der Krüfte dieser se 


1) H. Hertz, „Ausbr. d. el. Kraft“ p. 185. 
2) Ebenda p. 188. 
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im Raume einiges auszusagen. Für grosse Werte von x gehen die Ellipsoide in 
Kugeln vom Radius (fz) über, und wir erhalten eine Welle, die mit Lichtgeschwin- 
digkeit zu entfernteren Kugelflüchen fortschreitet. Da hier HF, (x) = et Pe — 


gror 2 ist, so werden die Kräfte nach (18a) bestimmt durch die reellen Teile der 
Functionen: 


| 28 
rere? e E Ae 
(33) (fx) | VI — y? 
_ 2079 gy 
= 202۳ ^ dy 


Die Componenten der electrischen nnd magnetischen Kraft, die senkrecht zur 
Fortpflanzungsrichtung stehen, nehmen umgekehrt prop. dem Abstande vom Er- 
reger ab, die Componente der elektrischen Kraft dagegen, die in die Fortpflan- 
zungsrichtung fällt, umgekehrt proportional dem Quadrate derselben; in grosser 
Entfernung ergeben sich demnach reine Transversalwellen. 

Bringen wir die Ausdrücke für die Functionen N, Y, X auf die Form R.e”, 
so bestimmen ihre reellen Teile E cosg die magnetischen und electrischen Kräfte; 
der Winkel p giebt uns die Phase, die Grösse R die Amplitude der betreffenden 
Componente an. Wir können, an der Hand der gefundenen Resultate, die Aen- 
derung dieser Grössen mit der Zeit, sowie im Raume verfolgen. Insbesondere 
die Aenderung der Phase der magnetischen Kraft ist für den Vorgang charak- 


teristisch. Setzen wir: N = XN. P so wird lgN = lg N+ g,i. 
Die Phase wird also angegeben durch den imaginăren Teil des Logarithmus 
der Function N; diese Beziehung wollen wir darstellen durch die Gleichung: 


(34) Pa = JBN). 


Mit der Zeit ändert sich die Phase überall in gleicher Weise. In der Zeit, in 
der die Erregung um die Längeneinheit fortschreitet, beträgt die Phasenünderung: 


0p,  7/(OlgN = 27 
(35a) cot 一 7 côt ) ul 


Zweitens wollen wir die Aenderung ermitteln, welche die Phase beim Fort- 
schreiten längs der Hyperbeln erfährt. Auf die Längeneinheit berechnet, be- 


trägt dieselbe: 
Op, م‎ 018 N l 
ðu I(t Qu E) 


Berücksichtigen wir, dass N = E war, und ọ eine reelle Grösse, so folgt: 


Op, 0 ع1‎ A U oA 
a = J(v ou )- Wz ar) 
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Und hieraus, sowie aus den Gleichungen (9a), (13a) folgt: 


۱ 1 ðY 
Op, cot | _ 2Y 

(34b) J 2a 一 )عار‎ - (+). 

Die Aenderung der Phase lãngs der Hyperbeln hãngt somit nur von den 
Functionen ab, deren reelle Teile die Componenten senkrecht auf den Hyperbeln 
ergeben. Von der Zeit ist diese Grösse, den Gleichungen (13a) zufolge, unab- 
hüngig. In grosser Entfernung vom Erreger wird nun nach (33) N — Y, und 
daher die Phasenänderung: | 

Op, 27 
d du — u EE ee 

Die Phase nimmt demnach mit wachsender Entfernung vom Erreger ab, und 
zwar ist die Abnahme beim Fortschreiten um die Längeneinheit gleich der Zu- 
nahme, die die Phase an einem bestimmten Raumpuncte in der Zeit erfăhrt. in 
der die Erregung sich um die Lăngeneinheit fortpflanzt. Es trifft also iiberall 
längs der Hyperbel die Welle in der gleichen Phase ein, d.h. die Phasenfort- 
pflanzungsgeschwindigkeit ist gleich der Lichtgeschwindigkeit. Dieses sind in 
der That die Verhältnisse, die man in einiger Entfernung vom Erreger beob- 
achtet. Stets wenn wir zwei Strahlen, die eine verschiedene Weglünge besitzen, 
zur Interferenz bringen, wie bei dem Boltzmann'schen Spiegelversuch, so be- 
stimmen wir aus der Interferenzcurve den Abstand zweier Punkte, die zu glei- 
cher Zeit in gleicher Phase sich befinden; die so gemessene Lünge ist nun, wie 
wir sehen, in grosser Entfernung vom Erreger gleich der als Product aus Pe- 
riode und Fortpflanzungsgeschwindigkeit definierten Wellenlänge. Die Verhält- 
nisse ändern sich indessen, wenn wir dem Erreger näher kommen; denn die 
Function Y kommt hier gegen N immer weniger in Betracht, und verschwindet 
schliesslich, an der Grenze des Leiters, vollkommen; daraus folgt gemäss (34b), 
dass die Phasenänderung längs der Hyperbeln immer geringer wird, je näher 
wir dem Leiter kommen. Daher wächst die Geschwindigkeit, mit der die Phase 
zu entfernteren Ellipsoiden fortschreitet, und an der Grenze teilt sich die Phase 
momentan dem umgebenden Bezirke mit. Schon Hertz!) hat diese Erscheinung 
im Sinne der Maxwell’schen Theorie so gedeutet, dass die sich bildende Welle 
den Vorgängen im umgebenden Raume ihre Entstehung verdankt. 

In der That kommen die Leitungsströme an der Oberfläche des Stabes um 
so weniger in Betracht, je dünner derselbe ist. Die Intensität des den Leiter 
durchfliessenden Stromes wird in electromagnetischem Maasse gemessen durch das 


mit a multiplicierte Integral der magnetischen Kraft längs des den Querschnitt 


begrenzenden Kreises. Dieses ist gleich dem reellen Teile von: 
2772۷0 A, 


1) H. Hertz, „Ausbr. d. el. Kraft“ p. 155. 
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A enthält aber als Factor die Function H, (x), die an der Grenze des Stabes 
nach (26) unendlich klein wird wie 7 Je kleiner ۵ wird, d.h. je näher 
das leitende Ellipsoid dem Grenzfalle des Stabes kommt, desto geringer wird 
die Stromintensität in dem Leiter, ohne dass darum die magnetischen Kräfte in 
einiger Entfernung sich änderten. Dieselben sind also hauptsächlich bedingt 
durch die Verschiebungsstréme im Dielectricum. 

_ Auch längs der Ellipsen ändert sich die Phase; denn bei complexem p? ist 
die Function E,(y), welche die Verteilung der Kräfte längs der Ellipsen angiebt, 
eine complexe Function. Für die auf die Längeneinheit berechnete Phasenände- 
rung der magnetischen Kraft ergiebt sich analog wie oben: 
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Daher mit Rücksicht auf (9a) und (13a): 
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Die Aenderung der Phase längs der Ellipsen hängt nur von den Functionen ab, 
welche die senkrecht auf den Ellipsen stehenden Componenten bestimmen. Für 
grosse Entfernungen vom Erreger verschwindet, wie (33) ergiebt, X gegen N, 
und somit die auf die Längeneinheit bezogene Phasenänderung. Es verhalten 
sich hier die Teile der Welle wie Stücke von Kugelwellen. In der Nähe des 
Leiters jedoch nimmt X zu. Untersuchen wir insbesondere die Phasenänderung 
längs des Stabes; in der Mitte verschwindet X, hier breitet sich demnach die 
Phase momentan längs des Leiters aus. Nähern wir uns aber der Spitze des 
Stabes, so nimmt N zu Null ab, die Phasenänderung wird somit erheblich. Ich 
finde, dass die magnetische Kraft an den Spitzen des Leiters der Phase nach 
um 21° zurück ist hinter der gleichzeitig im Mittelpuncte herrschenden. 

Anknüpfend an die letzten, auf die Phase bezüglichen Erörterungen wollen 
wir endlich kurz auf die Frage zurückkommen, ob ungedämpfte Schwingungen 
in irgend einer Gruppe auftreten könnten. In diesem Falle wäre » eine rein 
imaginäre, p? somit eine reelle Grösse. Alsdann wären auch die Integrale E (y), 
H,(x) der Differentialgleichungen (12a, b) reelle Functionen. Es folgt, dass bei 
mangelnder Dämpfung die Phase der magnetischen Kraft im ganzen Raume die 
gleiche ist, im Widerspruche mit der Erfahrung. Dieses Resultat der mathema- 
tischen Analyse bestätigt durchaus die eingangs aus dem Energieprincip gezogene 
Folgerung; das Auftreten fortschreitender Wellen bedingt notwendig eine Däm- 
pfung der Schwingungen. 


Zum Schluss erfülle ich die angenehme Pflicht, meinem verehrten Lehrer, 


Herrn Professor Dr. Planck, meinen Dank auszusprechen für das freundliche 


Interesse, das er der vorliegenden Arbeit entgegenbrachte. 


Thesen. 


I. Die Strahlung des Hertz'schen Erregers ist aus einer Reihe ge- 
dămpfter Schwingungen zusammengesetzt. 


IL. Die Erschliessung neuer Gebiete der Analysis ist stets der Anregung 
durch naturwissenschaftliche Probleme zu verdanken. 


III. Eine electromagnetische SVEN ANE ist gegenwărtig nicht minder 
berechtigt, als eine mechanische. 


Vita. 


۱ Natus sum, Maximilianus Abraham, die XXVI mensis Martis anno h. s. 
LXXV in Borussiae occidentalis urbe Danzig, patre Mauritio, matre Selma e 
gente Moritzsohn, quos adhuc vivos veneror; fidei adscriptus sum iudaicae. 
Postquam gymnasium Guilelmum Berolinense per octo annos frequentavi, in 
universitate Friburgensi, deinde Berolinensi studiis physicis et mathematicis octo 
per semestria me dedi. 
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